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Dans ce document, notre objectif est de revisiter quelques résul-
tats classiques de base sur la dimension de Krull des anneaux
commutatifs N-gradués en utilisant la notion récente d’idéaux
et de monoïdes bords. Après avoir rappelé le lien entre la di-
mension de Krull (Kdim) et les idéaux et monoïdes bords, nous
avons caractérisé la dimension graduée (dimgr) dans le même es-
prit. L’objectif principal étant de comparer dimgrA, KdimA et
Kdim(1 +A+)−1A, où A désigne un anneau gradué (noethérien
ou pas), nous établissons différentes propriétés des idéaux bords,
notamment des inclusions d’idéaux bords d’où découlent des rela-
tions dimensionnelles.
© 2010 Elsevier Inc. Tous droits réservés.
a b s t r a c t
In this paper, we investigate some basic classical results on the
Krull dimension of N-graded commutative rings by using the con-
cept of iterated boundary ideals and iterated boundary monoids.
After having pointed out the link between the Krull dimen-
sion (Kdim) and the boundary ideals and monoids, we characterize
in the same way the graded dimension (dimgr). The main goal is
to compare dimgrA, KdimA and Kdim(1 +A+)−1A, where A is
a graded ring (noetherian or not). To do this, we establish various
properties using the boundary ideals, in particular some typical
boundary ideals inclusions.
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1. Introduction
Ce document s’inscrit dans la continuité logique de l’article [Duc] : il s’agit d’une étude de la
dimension de Krull des anneaux commutatifs N-gradués, noethériens ou pas. Dans le cadre des an-
neaux gradués, on déﬁnit également la dimension dite graduée. Dans un premier temps, nous donnons
les liens entre les déﬁnitions classique et constructive de la dimension graduée : la déﬁnition clas-
sique utilise les chaînes d’idéaux premiers gradués, celle constructive fait appel à des idéaux bords et
monoïdes bords d’éléments homogènes. Après quelques exemples simples (entre autres, une version
graduée d’un théorème de Kronecker) et un travail préparatoire général sur les anneaux gradués (par
exemple, l’homogénéité de l’idéal transporteur (I : J ) lorsque I est un idéal radical gradué et J un
idéal quelconque), nous nous ﬁxons comme but d’établir des relations dimensionnelles classiques,
comparant dimension de Krull et dimension graduée, de l’anneau gradué ou d’un certain localisé, avec
exceptionnellement des hypothèses noethériennes (d’où applications de certains résultats de [Duc]).
Sur ce sujet, il est apparu intéressant de développer plus particulièrement des relations d’inclusions
entre idéaux bords. Il faut préciser que toutes ces relations d’inclusions entre idéaux bords, que l’on
peut qualiﬁer de résultats constructifs, permettent de déduire très facilement des petites propositions
en termes d’idéaux premiers, que l’on peut qualiﬁer de résultats classiques.
2. Caractérisations de KdimA et dimgrA
2.1. Monoïdes et idéaux bords en terrain commutatif
Pour faciliter la lecture de ce document et le replacer dans son contexte d’étude, nous rappelons
quelques résultats déjà évoqués dans [CDL+] ou [Duc].
Déﬁnition 2.1. Pour une suite x0, . . . , x d’éléments d’un anneau commutatif A, on déﬁnit de manière
récursive le monoïde bord S(x0, . . . , x) par
S() = {1} et S(x0, . . . , x) =
(S(x1, . . . , x) + Ax0)xN0
d’où, par exemple,
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(
(1+ Ax1)xN1 + Ax0
)
xN0
S(x0, x1, x2) =
((





La suite x0, . . . , x est dite pseudo-singulière lorsque 0 ∈ S(x0, . . . , x). Sinon, la suite est dite pseudo-
régulière.
Pour tout idéal I ⊂ A et tout élément x ∈ A, on note (I : x) l’idéal transporteur de x dans I et
(I : x∞) l’union croissante des idéaux transporteurs ⋃n∈N(I : xn).
On déﬁnit également l’idéal bord N (x0, . . . , xd) par
N () = {0} et N (x0, . . . , x) =
(N (x0, . . . , x−1) : x∞ )+ Ax
d’où, par exemple
N (x0, x1) =
(((
0 : x∞0
)+ Ax0) : x∞1 )+ Ax1



























On pourra remarquer que l’idéal bord N (a,b, . . .) ne dépend précisément que des idéaux 〈a〉, 〈b〉,
etc.
Théorème 2.2 (dimension de Krull). Dans un anneau commutatif A, il y a équivalence entre :
(1) (formulation classique) La longueur de toute chaîne strictement croissante d’idéaux premiers est inférieure
ou égale à d ;
(2) (formulation liée aux bords) Toute suite d’éléments x0, . . . , xd de A est pseudo-singulière, c’est-à-dire
0 ∈ S(x0, . . . , xd) =
((· · · (1+ Axd)xNd · · · + Ax1)xN1 + Ax0)xN0
ou encore
1 ∈ N (x0, . . . , xd) =
((· · · (0 : x∞0 )+ Ax0 · · ·) : x∞d )+ Axd













Lorsque ces assertions équivalentes sont réalisées, on note KdimA d.
Dans le cas contraire, lorsqu’il existe une suite x0, . . . , xd pseudo-régulière ou une chaîne d’idéaux premiers
de longueur d + 1, on note KdimA d + 1.
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Lemme 2.3. Soit une suite pseudo-régulière x0, . . . , xd dans un anneau commutatif A, i.e. 0 /∈ S(x0, . . . , xd),
ou encore 1 /∈ N (x0, . . . , xd). Alors il existe des idéaux premiers p0  p1  · · ·  pd+1 tels que xi ∈ pi+1 \ pi
pour 0 i  d.
Lemme 2.4. Dans un anneau commutatif A, si on considère des idéaux premiers p0  p1  · · ·  pd+1 ,
alors pour des éléments x0, . . . , xd ∈ A tels que xi ∈ pi+1 \ pi pour 0 i  d, on a S(x0, . . . , xd) ∩ p0 = ∅ et
N (x0, . . . , xd) ⊂ pd+1 .
En particulier, 0 /∈ S(x0, . . . , xd) et 1 /∈ N (x0, . . . , xd).
Rappelons également ces résultats de base, utiles lorsque quotient et localisation sont pratiqués.
Lemme 2.5. Pour des éléments x0, . . . , xn, l’indice X de SX (x0, . . . , xn) et NX (x0, . . . , xn) indique dans quel
anneau X on considère les bords. Soit A un anneau commutatif.
– Pour tout idéal I ⊂ A, on a SA(x0, . . . , xn) mod I = SA/I (x0, . . . , xn) ;
– pour tout monoïde S ⊂ A, on a S−1NA(x0, . . . , xn) = NS−1A(x0, . . . , xn) ;
– si S = S(xn) alors S−1SA(x0, . . . , xn) = SS−1A(x0, . . . , xn−1) ;
– si I = N (x0) alors NA(x0, . . . , xn)/I = NA/I (x1, . . . , xn).
Corollaire 2.6. Soit A un anneau commutatif, un idéal I ⊂ A et un monoïde S ⊂ A.
– On a Kdim B/I  n si et seulement si, pour tous x0, . . . , xn ∈ A, l’idéal I rencontre le monoïde bord
S(x0, . . . , xn).
– On a Kdim S−1B  n si et seulement si, pour tous x0, . . . , xn ∈ A, le monoïde S rencontre l’idéal bord
N (x0, . . . , xn).
2.2. Dimension graduée d’un anneau gradué
Notations 2.7. Dans tout le document, les anneaux gradués sont commutatifs et ont une graduation
de type N. Soit A un anneau gradué. On note :
– Ai l’ensemble des éléments homogènes de degré i, i.e. A =⊕i0 Ai (Ai est un A0-module) ;
– H la partie multiplicative constituée des éléments homogènes de A, i.e. H =⋃i0 Ai ;
– A+ l’ idéal d’augmentation, i.e. A+ =⊕i1 Ai ;
– S le monoïde 1+ A+ (formé d’éléments réguliers) ;
– Igr l’idéal gradué engendré par I ∩ H (lorsque I est un idéal de A).
Voici quelques rappels classiques (voir [Bou1], [ZS], ou [Mar] par exemple).
Lemme 2.8. Soit A un anneau gradué. Tout élément maximal de l’ensemble des idéaux gradués propres de A
est un idéal maximal de A (et contient obligatoirement A+).
Lemme 2.9. Soit p un idéal premier d’un anneau gradué. L’idéal engendré par les éléments homogènes de p
est un idéal premier, noté pgr .
Nous allons maintenant adapter les résultats de la section 2.1 à la notion de dimension graduée
(le supremum des longueurs des chaînes d’idéaux premiers gradués).
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i.e. 0 /∈ S(x0, . . . , xd). Alors il existe des idéaux premiers gradués q0  q1  · · ·  qd+1 tels que xi ∈ qi+1 \ qi
pour 0 i  d.
Démonstration. Le lemme 2.3 prouve l’existence d’idéaux premiers p0  p1  · · ·  pd+1 tels que
xi ∈ pi+1 \ pi pour 0 i  d. Il suﬃt maintenant de prendre la partie graduée de chaque idéal premier,
i.e. qi := pgri pour tout i, pour obtenir une chaîne d’idéaux premiers q0  q1  · · ·  qd+1 telle que
xi ∈ qi+1 \ qi pour 0 i  d car les xi sont homogènes. 
Lemme 2.11. Soit des idéaux premiers gradués p0  p1  · · ·  pd+1 d’un anneau gradué A. Alors il
existe des éléments homogènes x0, . . . , xd ∈ H tels que xi ∈ pi+1 \ pi pour 0  i  d. Pour une telle suite
S(x0, . . . , xd) ∩ p0 = ∅ et N (x0, . . . , xd) ⊂ pd+1 .
En particulier, 0 /∈ S(x0, . . . , xd) et 1 /∈ N (x0, . . . , xd).
Démonstration. Comme les pi sont gradués et distincts, l’existence d’une suite “séparante” d’élé-
ments homogènes x0, . . . , xd ∈ H est évidente. Le reste de l’énoncé est une conséquence directe du
lemme 2.4. 
Lemme 2.12. Soit A un anneau gradué et I ⊂ A un idéal gradué. Si x ∈ H un élément homogène, alors les
idéaux (I : x∞) et (I : x∞) + xA sont gradués. En conséquence, si x0, . . . , xn sont des éléments homogènes
alors l’idéal N (x0, . . . , xn) est gradué.
Démonstration. Pour a ∈ (I : x∞), décomposons a = a0 + · · · + an où ai ∈ H est homogène de degré i
pour tout i. Il existe d ∈ N tel que axd ∈ I . Or I est gradué, donc il contient les composantes homo-
gènes de axd : celles-ci sont aixd puisque x est homogène. On a donc ai ∈ (I : x∞) pour tout i, ce qui
prouve que (I : x∞) est gradué. Par suite, 〈x〉 + (I : x∞) est gradué puisque x est homogène. 
Théorème 2.13 (dimension graduée). Dans un anneau gradué A, il y a équivalence entre :
(1) (formulation classique) La longueur de toute chaîne strictement croissante d’idéaux premiers gradués est
inférieure ou égale à d ;
(2) (formulation avec bords) Toute suite d’éléments homogènes x0, . . . , xd ∈ H est pseudo-singulière, c’est-à-
dire
0 ∈ S(x0, . . . , xd) =
((· · · (1+ Axd)xNd · · · + Ax1)xN1 + Ax0)xN0
ou encore
1 ∈ N (x0, . . . , xd) =
((· · · (0 : x∞0 )+ Ax0 · · ·) : x∞d )+ Axd














Lorsque ces assertions équivalentes sont réalisées, on note dimgrA d.
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chaîne d’idéaux premiers gradués de longueur d + 1, on note dimgrA d + 1.
Démonstration. (1) ⇔ (2) : voir les lemmes 2.10 et 2.11.
(2) ⇐ (3) : aﬁn d’alléger les formules, on pose D(I) = √I pour tout idéal I . Alors on a successive-
ment
a0 ∈ D(0) : x0
a1 ∈ D
(〈a0, x0〉) : x1 ⊂ D(N (x0)) : x1 = D(N (x0) : x∞1 )
a2 ∈ D
(〈a1, x1〉) : x2 ⊂ D(N (x0) : x∞1 + Ax1) : x2 = D(N (x0, x1) : x∞2 )
...
ad ∈ D
(〈ad−1, xd−1〉) : x2 ⊂ · · · ⊂ D(N (x0, . . . , xd−1) : x∞d )
1 ∈ D(〈ad, xd〉)⊂ D(N (x0, . . . , xd−1) : x∞d + Axd)= D(N (x0, . . . , xd))
d’où ﬁnalement 1 ∈ N (x0, . . . , xd).
(2) ⇒ (3), par récurrence : l’élément homogène 1 appartient à N (x0, . . . , xd). Comme
(N (x0, . . . , xd−1) : x∞d ) et 〈xd〉 sont des idéaux gradués, il existe un élément homogène ad ∈
(N (x0, . . . , xd−1) : x∞d ) tel que 1 ∈ ad + 〈xd〉.
Maintenant, pour un entier i  d, considérons un élément homogène ai ∈ (N (x0, . . . , xi−1) : x∞i ).
Pour un certain entier k ∈ N, l’élément homogène aixki appartient à N (x0, . . . , xi−1). Comme
(N (x0, . . . , xi−2) : x∞i−2) et 〈xi−2〉 sont des idéaux gradués, il existe un élément homogène ai−1 ∈
(N (x0, . . . , xi−2) : x∞i−1) tel que aixki ∈ ai−1 + 〈xi−1〉, d’où aixi ∈
√〈ai−1, xi−1〉.
Une récurrence décroissante sur l’entier i (allant de d à 1) prouve la formulation déployée en
fournissant des éléments homogènes ad−1, . . . ,a0. 
Corollaire 2.14. On considère un idéal gradué I d’un anneau gradué A. On a dimgrA/I  n si et seulement
si, pour tous éléments homogènes x0, . . . , xn ∈ H, l’idéal I rencontre le monoïde bord S(x0, . . . , xn).
Démonstration. On a dimgrA/I  n si et seulement si 0 ∈ SA/I (x0, . . . , xn) pour tous éléments
x0, . . . , xn ∈ H mod I . Le lemme 2.5 montre que ceci est équivalent à 0 ∈ S(x0, . . . , xn) mod I pour
tous éléments x0, . . . , xn ∈ H , d’où le résultat. 
2.3. Exemples d’applications
En guise de premier exemple d’application, énonçons une version graduée non noethérienne d’un
théorème de Kronecker.
Proposition 2.15. On considère un anneau gradué A de dimension graduée ﬁnie. Si I est un idéal gradué,
radicalement de type ﬁni, inclus dans A+ , alors I est radicalement engendré par 1+dimgrA éléments homo-
gènes.
Démonstration. Comme I est gradué, on peut supposer qu’il est radicalement engendré par un
nombre ﬁni d’éléments homogènes. La preuve consiste à montrer comment, en considérant d+ 2 élé-
ments homogènes (avec d  dimgrA) engendrant radicalement I , on peut construire d + 1 éléments
homogènes engendrant radicalement I également. Aﬁn alléger les écritures qui suivent, pour des élé-
ments a,b, c, . . . ∈ A, on pose D(a,b, c, . . .) =√〈a,b, c, . . .〉.
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lation déployée du théorème 2.13 montre qu’il existe une suite d’éléments homogènes a0, . . . ,ad ∈ A
vériﬁant
a0x0 ∈ D(0), . . . , adxd ∈ D(ad−1, xd−1), 1 ∈ D(ad, xd)
On multiplie ces appartenances par a et on utilise aD(ai, xi) ⊂ D(aai, xi) :
aa0x0 ∈ D(0), . . . , aadxd ∈ D(aad−1, xd−1), a ∈ D(aad, xd)
Pour tout j  d, quitte à remplacer les éléments homogènes aa j et x j (appartenant à A+) par une de
leur puissance (on travaille à radical près), on peut supposer que aa j et x j sont de même degré, de
sorte que aa j + x j est homogène. En utilisant D(aai, xi) = D(aai + xi,aaixi), il vient
aa1x1 ∈ D(aa0 + x0,aa0x0) ⊂ D(aa0 + x0,0)
aa2x2 ∈ D(aa1 + x1,aa1x1) ⊂ D(aa1 + x1,aa0 + x0)
...
...
aadxd ∈ D(aad−1 + xd−1,aad−1xd−1) ⊂ D(aad−1 + xd−1, . . . ,aa0 + x0)
a ∈ D(aad + xd,aadxd) ⊂ D(aad + xd, . . . ,aa0 + x0)
De a ∈ D(aad + xd, . . . ,aa0 + x0), il s’ensuit xd, . . . , x0 ∈ D(aad + xd, . . . ,aa0 + x0) et donc que I =
D(a, xd, . . . , x0) = D(aad+xd, . . . ,aa0+x0). L’idéal I est donc radicalement engendré par d+1 éléments
homogènes. 
Un autre résultat en liaison avec le précédent.
Proposition 2.16. Soit A un anneau gradué de dimension graduée ﬁnie. On suppose que A0 est un corps. Si
l’idéal A+ est radicalement de type ﬁni, alors il est radicalement engendré par dimgrA éléments homogènes.
Démonstration. Aﬁn alléger les écritures qui suivent, pour des éléments a,b, c, . . . ∈ A, on pose
D(a,b, c, . . .) =√〈a,b, c, . . .〉.
On peut supposer que A+ (gradué) est radicalement engendré par d + 1 éléments homogènes :
A+ = D(x0, . . . , xd). La preuve consiste à montrer comment, sous l’hypothèse d  dimgrA, on peut
construire d éléments homogènes engendrant radicalement A+ . La formulation déployée du théo-
rème 2.13 montre qu’il existe une suite d’éléments homogènes a0, . . . ,ad vériﬁant :
a0x0 ∈ D(0), . . . , ai+1xi+1 ∈ D(ai, xi), . . . , 1 ∈ D(ad, xd)
On constate que ad est inversible puisque puisque 1 ∈ D(ad, xd) et xd ∈ A+ . Soit i −1 le plus petit
entier tel que ai+1 soit inversible. En particulier a0, . . . ,ai ∈ A+ car A0 est un corps. Maintenant,
seules les appartenances suivantes nous intéressent :
a0x0 ∈ D(0), . . . , ai+1xi+1 ∈ D(ai, xi)
Pour tout entier j  i, quitte à remplacer a j et x j (appartenant à A+) par une de leur puissance (on
travaille à radical près), on peut supposer que a j et x j sont de même degré, de sorte que a j + x j ∈ A+
est homogène. En utilisant x j ∈ D(a j, x j) = D(a j + x j,a jx j), il vient
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x1,a2x2 ∈ D(a1 + x1,a1x1) ⊂ D(a1 + x1,a0 + x0)
x2,a3x3 ∈ D(a2 + x2,a2x2) ⊂ D(a2 + x2,a1 + x1,a0 + x0)
...
...
xi,ai+1xi+1 ∈ D(ai + xi,aixi) ⊂ D(ai + xi, . . . ,a0 + x0)
Comme ai+1 est inversible, il s’ensuit
x0, . . . , xi, xi+1 ∈ D(ai + xi, . . . ,a0 + x0) ⊂ A+
et enﬁn A+ = D(x0, . . . , xd) ⊂ D(ai + xi, . . . ,a0 + x0, xi+2, . . . , xd) ⊂ A+ . L’idéal A+ est donc radicale-
ment engendré par d éléments. 
En supposant de plus l’anneau A noethérien, si l’idéal A+ est radicalement engendré par d élé-
ments (pas nécessairement homogènes) alors d  dimgrA, autrement dit dimgrA est le cardinal
minimal d’un système (homogène ou pas) radicalement générateur de A+ .
En effet dimgrA = Kdim S−1A (à voir en section 5) et d  Kdim S−1A car S−1A+ est l’idéal
maximal de l’anneau local noethérien S−1A (voir [Duc] par exemple).
3. Quelques résultats préliminaires en terrain gradué
Nous présentons ici quelques résultats faciles à démontrer sur les idéaux bords ou les dimensions
d’un anneau gradué. Nous les utilisons lorsque nécessaire dans les sections suivantes.
3.1. Quelques relations concernant les idéaux bords et les dimensions
Proposition 3.1. Soit A un anneau gradué.
– Si dimgrA d alors pour tous éléments homogènes h0, . . . ,hd−1 ∈ H, on a
A+ ⊂
√
N (h0, . . . ,hd−1)
– Si A+ ⊂
√N (h0, . . . ,hd−1) pour tous éléments homogènes h0, . . . ,hd−1 ∈ H, alors dimgrA  d +
KdimA0 .
Démonstration. – Soit hd ∈ A+ ∩ H . Comme dimgrA  d, il existe un élément homogène ad ∈
(N (h0, . . . ,hd−1) : h∞d ) ∩ H tel que 1 ∈ 〈ad,hd〉. Or hd ∈ A+ ∩ H , donc ad est inversible et il vient
alors hd ∈
√N (h0, . . . ,hd−1). Ceci étant vrai pour tous les éléments hd homogènes de A+ , le résultat
est prouvé.
– Soit n  d + KdimA0 et des éléments h0, . . . ,hn ∈ H . L’anneau gradué A/N (h0, . . . ,hd−1) est
de dimension graduée inférieure à A/A+  A0. Ainsi dans A/A+ , on a 1 ∈ N (hd, . . . ,hn), ce qui se
traduit dans A par 1 ∈ N (h0, . . . ,hd−1, . . . ,hn), et donc dimgrA n. 
Lemme 3.2. Soit A un anneau gradué. Si dimgrA 0 alors KdimA 0.
Démonstration. Comme dimgrA  0, la proposition 3.1 donne A = A0 ⊕ A+ = A0 + √(0) et donc
KdimA = KdimA0  dimgrA 0. 
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N (x0) · · · N (xn) ⊂ N (y) où y = x0 · · · xn
N (x0) · · · N (xn) ⊂ N (z) + 〈x1, . . . , xn〉 où z = x0 + · · · + xn
Démonstration. Sachant que N (x) = (0 : x∞) + xB, on calcule














⊂ yB + (0 : y∞)= N (y)













⊂ (0 : z∞)+ x0B + 〈x1, . . . , xn〉
⊂ (0 : z∞)+ zB + 〈x1, . . . , xn〉
⊂ N (z) + 〈x1, . . . , xn〉 
Corollaire 3.4. Dans un anneau gradué A, on considère un élément x décomposé en x0 + · · · + xn où les xi
sont homogènes de degré i.
– Si N (x) ⊂ I où I est un idéal gradué alors∏ni=1 N (xi) ⊂ I .
– Pour toute suite ﬁnie z d’éléments de A, on a∏ni=1 N (z, xi) ⊂ N (z, x) + A+ .
Démonstration. – On a x ∈ N (x) ⊂ I . Comme I est gradué, il vient x0, . . . , xn ∈ I . Le lemme 3.3 donne∏
i N (xi) ⊂ N (x) + 〈x1, . . . , xn〉 ⊂ I .
– Soit B = A/N (z). On applique le lemme 3.3 pour obtenir ∏i NB(xi) ⊂ NB(x) + 〈x1, . . . , xn〉, ce
qui se traduit dans A par ∏i N (z, xi) ⊂ N (z, x) + 〈x1, . . . , xn〉 ⊂ N (z, x) + A+ . 
Lemme 3.5. Soit deux idéaux I, J d’un anneau commutatif A. Alors
KdimA/I J =max(KdimA/I,KdimA/ J )
Soit deux idéaux gradués I, J d’un anneau gradué A. Alors
dimgrA/I J =max(dimgrA/I,dimgrA/ J )
Démonstration. Première égalité : pour tout idéal K ⊂ A, l’inégalité KdimA/K  n se traduit par
K ∩ S(x0, . . . , xn) = ∅ pour tous x0, . . . , xn ∈ A. Comme le monoïde S(x0, . . . , xn) rencontre I J si et
seulement s’il rencontre I et J , le résultat est prouvé.
La preuve de la première égalité s’adapte au cas gradué : pour tout idéal gradué K ⊂ A, l’in-
égalité dimgrA/K  n se traduit par K ∩ S(x0, . . . , xn) = ∅ pour tous x0, . . . , xn ∈ H . Comme le
monoïde S(x0, . . . , xn) rencontre I J si et seulement s’il rencontre I et J , le résultat est prouvé. 
Lemme 3.6. Soit deux entiers n,m ∈ N quelconques.
Si A est un anneau commutatif, alors pour tous éléments x, y ∈ A
KdimA/N (xn ym)max(KdimA/N (x),KdimA/N (y))
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dimgrA/N (xn ym)max(dimgrA/N (x),dimgrA/N (y))
Démonstration. Conséquences directes des lemmes 3.3 (première inclusion) et 3.5. 
Lemme 3.7. Soit T0, . . . , Tn des idéaux d’un anneau commutatif A tels que T0 ∩ · · · ∩ Tn = (0). Alors A
s’injecte dans l’anneau B := An+1/(T0 × · · · × Tn) =∏i A/Ti et
∀z = (z0, . . . , zn) ∈ An+1, NA(z1) ∩ · · · ∩ NA(zn) ⊂ A ∩ NB(z)
∀x, y ∈ A, A ∩ NB(x, y) ⊂
√
NA(x, y)
Remarque. On peut généraliser sans diﬃculté ces deux résultats d’inclusion au cas de bords de suite
de longueur quelconque.
Démonstration. – Que A s’injecte dans B est clair car T0 ∩ · · · ∩ Tn = (0).
– Soit x ∈ NA(z1)∩ · · · ∩ NA(zn) dans A. Pour tout i  n, il existe di ∈ N tel que xzdii ∈ Azdi+1i . En
posant d =max(d0, . . . ,dn), il vient xzdi ∈ Azd+1i pour tout i  n, donc xzd ∈ An+1zd+1, d’où x ∈ NB(z).
– Soit z ∈ A ∩ NB(x, y). Il existe alors d, e ∈ N tel que 0 ∈ ((z + yB)yd + xB)xe . On observe cette
appartenance dans chaque A/Ti et comme x, y, z appartiennent à A, il vient
∀0 i  n, Ti ∩
(
(z + yA)yd + xA)xe = ∅
d’où par multiplication, et en tenant compte de
∏n
i=0 Ti = (0),
0 ∈ (((z + yA)yd + xA)xe)n+1 ⊂ (((zn+1 + yA)yd(n+1) + xA)xe(n+1))
Donc zn+1 ∈ NA(x, y). Ainsi on obtient A ∩ NB(x, y) ⊂
√NA(x, y). 
3.2. Annulateurs dans les anneaux gradués réduits
Lemme 3.8. Soit f un élément d’un anneau gradué A. On écrit f = f0 + · · · + fn. On considère un entier
k ∈ N∗ . Si k 2 on déﬁnit l’élément suivant (par convention, f i = 0 lorsque i < 0) :
fˆ = det
k colonnes︷ ︸︸ ︷⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 · · · · · · · · · 1










· · · fn−1 fn 0
· · · fn−2 fn−1 fn
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
sinon (k = 1) on pose fˆ = 1. Alors








Démonstration. Le résultat est creux lorsque k = 1. Pour j ∈ N, notons A j =⊕i j Ai et A j =⊕
i j Ai .
– Il est clair que fˆ ∈ A(k−1)n . Montrons que fˆ ∈ A(k−1)(n−1) . En retranchant la dernière colonne
à toutes les autres, on obtient
fˆ ∈ det
k colonnes︷ ︸︸ ︷⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 · · · · · · 0 1










· · · An−2 An−1 fn
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
On développe par rapport à la première ligne :
fˆ ∈ ±det
k − 1 colonnes︷ ︸︸ ︷⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝






. . . 0
fn−1 fn
· · · An−2 An−1
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Maintenant, on élimine le terme ∈ An−1 en bas à droite par une combinaison du type
« fnLignek−1 mod Lignek−2 », puis on développe sur la dernière colonne :
fˆ ∈ ±det
k − 2 colonnes︷ ︸︸ ︷⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝






. . . 0
fn−1 fn
· · · A2(n−1)−1 A2(n−1)
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
On voit qu’une récurrence permet de conclure fˆ ∈ A(k−1)(n−1) .
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f fˆ − f kn = det
k colonnes︷ ︸︸ ︷⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
f − fn f · · · · · · · · · f









... fn−1 fn 0
fn−k+1 · · · · · · fn−2 fn−1 fn
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
A la première ligne, on soustrait toutes les autres lignes :
f fˆ − f kn ∈ det
k colonnes︷ ︸︸ ︷⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
An−k An−k+1 · · · · · · · · · An−1











. . . fn−1 fn 0
fn−k+1 · · · · · · fn−2 fn−1 fn
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
On développe maintenant par rapport à la première ligne : le j-ième terme (1 j  k) de la première
ligne et le mineur associé forment un produit p j tel que
p j ∈ An−k+ j−1 · det
j − 1 colonnes︷ ︸︸ ︷⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝







. . . 0
...
. . .
. . . fn
fn− j · · · · · · fn−2 fn−1
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
· f k− jn
Or
det
j − 1 colonnes︷ ︸︸ ︷⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝







. . . 0
...
. . .
. . . fn




Donc p j ∈ Ank−k pour tout j, ce qui prouve f fˆ − f kn ∈ Ank−k . 
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sont homogènes de degré i. Si d > deg( f g) alors fd g = 0.
Démonstration. Supposons n > deg( f g). Soit k > deg(g). Pour cet entier k, considérons l’élément fˆ
déﬁni dans le lemme 3.8. On a alors
f kn g +
⊕
ik(n−1)




Identiﬁons alors les éléments appartenant à Akn en tenant compte du fait que deg(g) − k < 0
(à gauche) et deg( f g) − n < 0 (à droite) : il vient f kn g = 0. Or l’anneau est réduit, donc fn g = 0.
Comme ( f − fn)g = f g , une récurrence sur n prouve le résultat. 
Corollaire 3.10. Soit f , g deux éléments d’un anneau gradué réduit A. Si g est régulier alors deg( f ) 
deg( f g). En particulier, si f est inversible alors f ∈ A0 .
Démonstration. On utilise la proposition 3.9 : lorsque g est régulier, on voit que fd = 0 pour tout
d > deg( f g). Si f est inversible, d’inverse g , alors fd = 0 pour tout d > deg(1) = 0. 
Corollaire 3.11. Soit A un anneau gradué local. Alors A = A0 + √(0).
Démonstration. Soit x ∈ A. L’anneau A est local donc x ou 1 − x est inversible. Or l’anneau quo-
tient A/√(0) est gradué et réduit donc x ∈ A0 mod √(0) lorsque x est inversible, ou 1 − x ∈
A0 mod
√
(0) lorsque 1− x est inversible. Or 1 ∈ A0, donc dans tous les cas x ∈ A0 mod √(0). 
Corollaire 3.12. Dans un anneau gradué réduit A, on considère des éléments f0, . . . , fn homogènes de de-
gré 0, . . . ,n respectivement. Alors




En particulier, l’annulateur d’un élément quelconque de A est un idéal gradué.
Démonstration. Posons f = f0 + · · · + fn . On a clairement Ann( f ) ⊃ ∩in Ann( f i). Montrons l’in-
clusion inverse. Soit g ∈ Ann( f ). On applique la proposition 3.9 : il vient f i g = 0 pour tout i  0,
autrement dit g ∈⋂in Ann( f i). Enﬁn, il est clair que les idéaux Ann( f i) sont gradués (car les f i sont
homogènes) et donc que leur intersection l’est également. 
Corollaire 3.13. Soit I, J sont deux idéaux d’un anneau gradué A. On note Jhom l’idéal gradué engendré
par J , c’est-à-dire engendré par toutes les composantes homogènes des éléments de J . Alors
(√
Igr : J)= (√Igr : Jhom)
En particulier, (
√
Igr : J ) est gradué.
Démonstration. L’idéal
√
Igr étant radical et gradué, on déﬁnit l’anneau gradué réduit B = A/√Igr.
On applique le corollaire précédent aux éléments de l’idéal JB dans l’anneau B pour obtenir
(0 : JB) =
⋂
f ∈ JB





(0 : f i) =
(
0 : JhomB)
Remonté dans A, cela prouve résultat annoncé. 
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Ici, nous explicitons rapidement des preuves utilisant les idéaux et monoïdes bords pour retrouver
quelques inégalités élémentaires.
Lemme 4.1. Pour tout anneau gradué A, on a
KdimA0  dimgrA Kdim S−1A KdimA
Démonstration. – La première inégalité se montre ainsi : soit n  dimgrA et x0, . . . , xn ∈ A0.
Comme les xi sont homogènes (de degré 0), on a 0 ∈ SA(x0, . . . , xn) = ((1 + Axn)xNn · · · + Ax0)xN0 .
On prend alors la composante homogène de degré 0 et il vient 0 ∈ ((1 + A0xn)xNn · · · + A0x0)xN0 =SA0(x0, . . . , xn), ce qui prouve n KdimA0.
– Prouvons la seconde inégalité. Si n  Kdim S−1A, alors pour tous x0, . . . , xn ∈ A, l’idéal bord
N (x0, . . . , xn) rencontre S . Or S = 1 + A+ donc on a 1 ∈ N (x0, . . . , xn) + A+ . En supposant de plus
les xi homogènes, l’idéal N (x0, . . . , xn) est gradué, donc il contient 1. Ainsi dimgrA n.
– La troisième inégalité est immédiate : si n  KdimA alors pour tous x0, . . . , xn ∈ A, on a 1 ∈
N (x0, . . . , xn), donc S rencontre N (x0, . . . , xn), d’où n Kdim S−1A. 
Nous verrons qu’en réalité Kdim S−1A = KdimA (en section 6), mais il existe des anneaux gradués
B dans lesquels les autres inégalités sont strictes : KdimB0 < dimgrB < KdimB.
Example 4.2. Soit A un anneau commutatif et B := A[X] l’anneau de polynômes canoniquement
gradué. Alors dimgrB = 1+ KdimB0 = 1+ KdimA.
Remarque. Il existe des anneaux commutatifs A non noethériens tels que KdimA[X] > 1 + KdimA
(voir [Bou1, page 84, exercice 7]). Dans ce cas, il en résulte la stricte inégalité KdimB > dimgrB.
Démonstration. – Montrons 1 + KdimA  dimgrB. Soit d  dimgrB et x1, . . . , xd ∈ B0 = A. On a
alors
0 ∈ SB(X, x1, . . . , xd) =
(SB(x1, . . . , xd) + XB)XN
Comme X est régulier, il vient 0 ∈ SB(x1, . . . , xd) + XB. Maintenant, on évalue X en 0, et alors 0 ∈
SA(x1, . . . , xd). Ceci étant vrai pour tous x1, . . . , xd ∈ A, on vient de prouver KdimA d − 1.
– Montrons dimgrB  1+ KdimA par récurrence sur KdimA.
Le résultat étant trivial pour l’anneau nul, supposons KdimA  d. Pour tout a ∈ A, on a
KdimA/NA(a)  d − 1, si bien que l’hypothèse de récurrence s’applique : dimgr(A/NA(a))[X]  d.
Or NA(a)[X] = NB(a) donc
dimgrB/NB(a) d
Par ailleurs B/NB(X) = B/XB = A, donc
dimgrB/NB(X) = KdimA d
Via le lemme 3.6, on obtient dimgrB/NB(aXk) max(d,d) = d. Comme ceci est vrai pour tout élé-
ment homogène aXk de B, on conclut que dimgrB  d + 1. 
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De manière générale, il existe des anneaux A tels que dimgrA < Kdim S−1A : cf. exemple 4.2.
Mais dans le cadre noethérien, l’égalité est toujours vraie comme nous allons le voir. Nous allons en
fait redémontrer le théorème 1, item b) et c), de [Bou1, §6, n. 3].
Théorème 5.1. Soit A un anneau gradué noethérien. Alors dimgrA = Kdim S−1A.
Remarque. L’égalité Kdim S−1A = KdimA est démontrée en section 6 dans le cadre général des an-
neaux commutatifs sans hypothèse noethérienne.
Démonstration. Nous allons démontrer l’implication dimgrA  d ⇒ Kdim S−1A  d par récurrence
sur d ∈ N. Admettons que le résultat soit établi pour un certain entier d ∈ N (comme c’est le cas
pour d = 0, cf lemme 3.2). Supposons maintenant dimgrA d + 1.
Soit h ∈ H . Alors dans A l’idéal bord N (h) est un idéal gradué, si bien que le quotient
A/N (h) est gradué également. De plus dimgrA/N (h)  d donc l’hypothèse de récurrence s’ap-
plique : Kdim T−1A/N (h)  d où T = 1 + (A/N (h))+ , c’est-à-dire T = S mod N (h). Ainsi dans
T−1(A/N (h))  (S−1A)/N (h), on a
∀x0, . . . , xd ∈ S−1A/N (h), 1 ∈ NS−1A/N (h)(x0, . . . , xd)
ce qui se traduit dans S−1A par
∀x0, . . . , xd ∈ S−1A, 1 ∈ NS−1A(h, x0, . . . , xd)
Comme A est noethérien, le localisé S−1A aussi. On sait (cf. [Duc], corollaire 8.5 appliqué d fois) que
cela implique
∀x0, . . . , xd ∈ S−1A, 1 ∈ NS−1A(x0, . . . , xd,h)
Nous obtenons ainsi, pour tout élément homogène h ∈ H
∀x0, . . . , xd ∈ A, S ∩ NA(x0, . . . , xd,h) = ∅
Soit xd+1 ∈ A décomposé en composantes homogènes xd+1 = h0 + · · ·+hn . On utilise la second résul-
tat du corollaire 3.4 :
NA(x0, . . . , xd,h0) · · · NA(x0, . . . , xd,hn) ⊂ NA(x0, . . . , xd, xd+1) + A+
Mais S étant un monoïde rencontrant chaque NA(x0, . . . , xd,hi), il rencontre donc la somme
NA(x0, . . . , xd, xd+1) + A+ . Enﬁn, S = 1 + A+ donc pour tous x0, . . . , xd, xd+1 ∈ A, le monoïde S
rencontre NA(x0, . . . , xd, xd+1), autrement dit Kdim S−1A d + 1. L’héridité est démontrée. 
Théorème 5.2. Pour tout idéal premier gradué p d’un anneau gradué noethérien, on a ht(p) = htgr(p).
Autrement dit, pour tout n ht(p), il existe une suite pseudo-régulière d’éléments homogènes x1, . . . , xn ∈ H
telle que N (x1, . . . , xn) ⊂ p.
Démonstration. Par récurrence sur n : admettons la propriété pour un certain entier n  0 (le cas
n = 0 étant trivial). Soit p un idéal premier de hauteur supérieure à n + 1 : écrivons q0  · · · 
qn  qn+1 := p. On considère alors une suite pseudo-régulière z0, . . . , zn ∈ A telle que zi ∈ qi+1 \ qi
(lemme 2.4). Comme p est homogène, on peut prendre zn ∈ H homogène.
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On applique n fois le corollaire 8.5 de [Duc] dans l’anneau noethérien Ap : il existe des élé-
ments y1, . . . , yn ∈ A tels que 1 /∈ NAp (zn, y1, . . . , yn). On peut traduire cela dans l’anneau A par
NA(zn, y1, . . . , yn) ⊂ p.
Maintenant, dans l’anneau gradué noethérien B := A/N (zn), l’idéal premier pB est de hauteur
supérieure à n car NB(y1, . . . , yn) ⊂ pB. L’hypothèse de récurrence prouve l’existence d’une suite
pseudo-régulière homogène x1, . . . , xn ∈ H telle que NB(x1, . . . , xn) ⊂ pB. Cela se traduit dans A par
NA(zn, x1, . . . , xn) ⊂ p, ce qui prouve la propriété au rang n + 1. 
6. Les relations Kdim S−1A= KdimA 2dimgrA
Le passage le plus délicat dans une transcription idéaux premiers/idéaux bords porte ﬁnalement
sur ces relations. Nous avons employé la même stratégie que dans [Duc], à savoir analyser les preuves
classiques utilisant les idéaux premiers pour obtenir des énoncés et des démonstrations avec des
idéaux bords.
6.1. Premier passage avec des idéaux premiers
Lemme 6.1. Soit A un anneau gradué. Si p est un idéal premier tel que ht(p)  1 alors il existe un idéal
premier gradué q tel que ht(q) 1.
Preuve par contraposition. Si tout idéal premier gradué de A est de hauteur nulle alors
Kdim S−1A  0 (les idéaux maximaux de S−1A sont en correspondance avec les idéaux maximaux
gradués m0 + A+ de A) et le lemme 3.2 donne KdimA  0, donc tout idéal premier de A est de
hauteur nulle. 
Le lemme suivant est une conséquence directe du lemme 4, §1, n. 8, chap. 5 de [Bou2].
Lemme 6.2. Soit A un anneau gradué intègre et H∗ le monoïde des éléments homogènes réguliers. Alors
l’anneau localisé H−1∗ A est soit un corps K , soit isomorphe à K [t, t−1] où t est une indéterminée sur le corps K .
En particulier Kdim H−1∗ A 1, et donc tout idéal premier de A de hauteur supérieure ou égale à 2 contient
un élément homogène régulier.




Démonstration. Dans l’anneau intègre gradué A/pgri , l’idéal pi+1 est de hauteur au moins 2, donc il
contient un élément homogène régulier (lemme 6.2) et cet élément certiﬁe pgri = pgri+1. 
Lemme 6.4. Soit A un anneau gradué. S’il existe une chaîne formée de n idéaux premiers non gradués alors
dimgrA n.
Démonstration. Considérons p1  · · ·  pn où les pi sont des idéaux premiers non gradués. On
applique le lemme 6.3 pour tous les i ∈ {1, . . . ,n − 1} : pgri  pi  pi+1 donc pgri  pgri+1. De
plus, le lemme 6.1 appliqué à l’idéal pn/p
gr
n du quotient A/pgrn montre l’existence d’un idéal pre-
mier gradué q contenant strictement pgrn . Nous venons de construire la chaîne d’idéaux gradués
pgr1  · · ·  pgrn  q d’où le résultat. 
Corollaire 6.5. Soit A un anneau gradué. Alors KdimA 2dimgrA.
Démonstration. Soit n KdimA. Considérons une chaîne d’idéaux premiers p0  · · ·  pn de A. Dans
cette chaîne, disons qu’il y a g idéaux premiers non gradués et n + 1 − g idéaux premiers gradués.
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En additionnant on obtient n 2dimgrA, d’où le résultat. 
Remarque. L’inégalité générale KdimA  2dimgrA est-elle « optimale » ? Voici quelques éléments
d’une réponse partielle.
Les anneaux gradués A de dimension de Krull nulle vériﬁent l’égalité KdimA = 0= 2dimgrA.
D’après [Bou1, page 84, exercice 7], quels que soient deux entiers h,d vériﬁant h+ 1 d 2h+ 1,
il existe un anneau commutatif B tels que h = KdimB et d = KdimB[X]. Comme 1 + KdimB =
dimgrB[X] (cf. exemple 4.2), on a dimgrB[X]  d  2dimgrB[X] − 1. Ainsi on vériﬁe que KdimA
peut varier librement entre dimgrA et 2dimgrA − 1 lorsque A est un anneau de polynômes.
Cela étant, une question se pose (et l’auteur n’en connaît pas la réponse) : pour un entier
n arbitraire, existe-t-il un exemple d’anneau gradué A (nécessairement non noethérien) tel que
n = KdimA = 2dimgrA ?
Théorème 6.6. Soit A un anneau gradué. Pour tout idéal premier p, il existe un idéal premier gradué q tel que
ht(q) ht(p).
Démonstration. Soit n ht(p) et cherchons un idéal premier gradué q tel que ht(q) n. Considérons
une chaîne d’idéaux premiers du type
p0  p1  · · ·  p j  p j+1  · · ·  pn−1  pn := p ∀ j, ht(p j) j
Dans cette chaîne, on peut supposer p0 gradué. Il existe alors un plus grand indice j  0 tel que
p j soit gradué. On applique alors le lemme 6.4 dans l’anneau gradué A/p j avec la chaîne d’idéaux
premiers non gradués p j+1  · · ·  pn : on a donc dimgrA/p j  n− j. Ainsi il existe un idéal premier
gradué q ⊃ p j tel que ht(q) n − j + ht(p j) n. 
Remarque. Avec davantage de précisions dans le lemme 6.4, on pourrait compléter facilement cette
preuve pour démontrer le théorème de Matijevic–Roberts : pour tout idéal premier p d’un anneau gradué,
on a ht(p) ht(pgr) + 1. Mais ce résultat ne nous est pas nécessaire ici.
Corollaire 6.7. Si A un anneau gradué alors KdimA = Kdim S−1A.
Démonstration. On sait qu’un élément maximal d’une chaîne d’idéaux premiers de A possède une
hauteur inférieure à celle d’un idéal premier gradué bien choisi. Cela montre qu’on peut se restreindre
à l’étude des idéaux maximaux gradués pour cerner la dimension de A. Or un idéal maximal gradué
est de la forme m0 + A+ (avec m0 idéal maximal dans A0), c’est donc un idéal maximal de S−1A.
Ainsi on arrive à KdimA Kdim S−1A. 
Example 6.8. Pour tout anneau noethérien de polynômes A[X], on a KdimA[X] = 1+ KdimA.
Démonstration. On a successivement KdimA[X] = dimgrA[X] (puisque A[X] est noethérien) et
dimgrA[X] = 1+ KdimA (cf. exemple 4.2). 
6.2. Retour sur le lemme 6.2
Le point de départ dans la section 6.1 est la conclusion Kdim H−1∗ A  1 du lemme 6.2. On peut
traduire cela facilement en termes d’idéaux bords :
On considère deux éléments x, y d’un anneau gradué intègre A. Alors l’idéal bord N (x, y) contient un
élément h ∈ H∗ homogène non nul.
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une piste pour généraliser ce résultat au cadre des anneaux gradués commutatifs en utilisant les
idéaux bords. Il est intéressant de comparer les outils mis en jeu dans la preuve du lemme 4, §1, n. 8,
chap. 5 de [Bou2] et ceux que nous utilisons ici jusqu’au corollaire 6.15.
On rappelle qu’un anneau commutatif est dit réduit lorsque l’intersection de ses idéaux premiers
(i.e. l’ensemble de ses éléments nilpotents) est réduite à {0}.





1 · · · f jdd = 0
où J est une partie ﬁnie de Nd. Alors
∏
j∈ J




Démonstration. Considérons le polynôme P ∈ A[X1, . . . , Xd] donné par la relation algébrique P :=∑
j∈ J a j X
j1
1 · · · X jdd . Posons I = N ( f1, . . . , fd) +
∏
j∈ J Ann(a j). Ordonnons J suivant l’ordre lexicogra-
phique de Nd .
Pour alléger la preuve, on prend l’exemple (signiﬁcatif) où J = { j < j′ < j′′}. On a
a j f
j1
1 · · · f jdd + a j′ f
j′1
1 · · · f
j′d
d + a j′′ f
j′′1












1 · · · f
j′′d
d
〉 : f j11 · · · f jdd )
⊂ (〈 f j11 · · · f 1+ jdd , f j11 · · · f 1+ jd−1d−1 , . . . , f 1+ j11 〉 : f j11 · · · f jdd )
⊂ N ( f1, . . . , fd)
a j ∈ I (1)




1 · · · f
1+ j′d
d , . . . , f
1+ j′1
1
〉 : f j′11 · · · f j′dd )
⊂ N ( f1, . . . , fd)
a j′ Ann(a j) ⊂ I (2)
a j′′ Ann(a j′)Ann(a j) ⊂ N ( f1, . . . , fd) ⊂ I (3)
Ann(a j′′)Ann(a j′)Ann(a j) ⊂ I (4)
L’anneau étant réduit, l’idéal bord d’un élément x est simplement 〈x〉 + Ann(x). Maintenant, en addi-
tionnant les inclusions (3) et (4), on obtient
N (a j′′)Ann(a j′)Ann(a j) ⊂ I (3′)
Puis, en multipliant l’inclusion (2) par N (a j′′ ) et en additionnant (3′), on obtient
N (a j′′)N (a j′)Ann(a j) ⊂ I (2′)
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N (a j′′)N (a j′)N (a j) ⊂ I (1′)
qui est le résultat attendu. 
Comme nous étudions l’idéal bord N (x, y), la proposition 6.9 nous pousse à déterminer une rela-
tion de dépendance algébrique entre x, y à coeﬃcients a j homogènes. Un moyen d’obtenir une telle
relation est de passer par les polynômes à une indéterminée. La déﬁnition des anneaux gradués induit
le résultat suivant.
Lemme 6.10. Soit A un anneau gradué. On considère l’anneau des polynômes A[T ] muni de la graduation
classique (le degré des polynômes) en oubliant la structure graduée de A. Alors A s’injecte dans A[T ] de
manière graduée par
φ : A =
⊕
Ai → A[T ]
Ai  f i → f i T i
Le degré d’un élément quelconque de A est le degré de son image dans A[T ]. De plus evalT=1 ◦φ = IdA .
Nous allons maintenant utiliser un outil d’élimination dans les anneaux de polynômes : le ré-
sultant. Rappelons quelques faits faisant partie du folklore à ce sujet (voir [Gob]) : le lemme 6.11
s’obtient facilement de manière générique, en considérant le lien entre les racines des deux poly-
nômes et leur résultant ; le lemme 6.12 découle du fait que le résultant de deux polynômes non
constants appartient à l’idéal engendré par ces deux polynômes.
Lemme 6.11. Soit F (T ),G(T ) des polynômes non constants à coeﬃcients dans un anneau commutatif A. Si
a est une indéterminée sur A, alors
resT
(
F (aT ),G(aT )
)= adeg(F )deg(G) resT (F (T ),G(T ))
Lemme 6.12. Soit un anneau commutatif A et deux polynômes non constants F ,G ∈ A[T ]. Alors le polynôme
en deux indéterminées X, Y
P (X, Y ) := resT
(
F (T ) − X, Y − G(T ))
s’annule en (F ,G). De plus P (X, Y ) s’écrit lc(F )deg(G)Y deg(F ) + Q (X, Y ) où degY Q (X, Y ) < deg(F ) (et
lc désigne le coeﬃcient dominant).
Corollaire 6.13. Dans un anneau gradué A, on considère f , g deux éléments de A \ A0 . On pose n =
deg( f ) > 0 et m = deg(g) > 0. Alors ( f , g) annule le polynôme
P (X, Y ) := resT
(
φ( f ) − X, Y − φ(g))
De plus P (X, Y ) = f mn Yn+ Q (X, Y ) où degY Q (X, Y ) < n (et fn désigne la composante homogène de degré n
de f ) et les coeﬃcients de P sont des éléments de A homogènes de degré nm.
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P ( f , g) = P(φ( f )(1),φ(g)(1))= P(φ( f ),φ(g))T=1 = 0T=1 = 0
Les coeﬃcients de P sont homogènes de degré deg( f )deg(g) en raison du lemme 6.11. 
Lemme 6.14. On considère f , g deux éléments d’un anneau gradué A. On décompose f = f0 + · · · + fn
et g = g0 + · · · + gm où les fi et gi sont homogènes de degré i et n,m ∈ N. Si n  1, on suppose que la
composante homogène fn de f est un élément régulier de A. Alors ( f , g) annule un polynôme P ∈ A[X, Y ]
dont :
– les coeﬃcients sont homogènes de degré nm ;
– le coeﬃcient dominant (pour l’ordre lexicographique et X < Y ) de P est un élément régulier de A.
Démonstration. Si f ∈ A0 alors X − f0 convient, et de même si g ∈ A0 alors Y − g0 convient. Sinon,
f , g ∈ A \ A0 (donc n,m  1) et on utilise le corollaire précédent : il existe un polynôme P (X, Y )
s’annulant en ( f , g) et de monôme dominant f deg(g)n Y
n ( fn est régulier) pour l’ordre lexicographique
et X < Y . 
Ce résultat implique celui que l’on visait en début de section 6.2.
Corollaire 6.15. On considère f , g deux éléments d’un anneau gradué intègre A. Alors l’idéal bord N ( f , g)
contient un élément homogène régulier de A.
Démonstration. Via le lemme 6.14, il existe un polynôme non nul P (X, Y ) s’annulant en ( f , g) dont
les coeﬃcients sont des éléments homogènes : notons (ai)i les coeﬃcients non nuls de P . Ces ai
sont réguliers puisque l’anneau est intègre. On applique alors la proposition 6.9 : l’idéal N ( f , g)
contient le produit des idéaux bords des ai . Précisons que l’idéal bord N (ai) d’un élément régulier
est simplement 〈ai〉. Ainsi N ( f , g) contient le produit des éléments homogènes réguliers ai , qui lui-
même est un élément homogène régulier. 
On rappelle que si e est un idempotent d’un anneau gradué A alors e appartient à A0.
Corollaire 6.16. On considère f , g deux éléments d’un anneau gradué A. Pour i  1, on suppose que l’idéal
annulateur de chaque composante homogène fi de f est engendré par un idempotent ei . Alors il existe un
polynôme P (X, Y ) ∈ A[X, Y ] à coeﬃcients homogènes, s’annulant en ( f , g), et dont le contenu est un idéal
ﬁdèle, i.e. Ann(c(P )) = (0).
Démonstration. Décomposons f = f0 + · · · + fn où les f i sont homogènes de degré i. On construit
un système fondamental d’idempotents orthogonaux en déﬁnissant Ei := en · · · ei+1(1− ei) ∈ A0 pour
i  1 et E0 = enen−1 · · · e1 ∈ A0 : en effet, ces éléments (Ei)0in sont des idempotents orthogonaux
de somme 1
∀ j > i  0, E j Ei ∈ (1− e j)e jA = (0)((
(E0 + E1) + E2
)+ E3) · · · + En = 1
On utilise la décomposition de A =⊕ni=0 EiA : chaque anneau localisé EiA est un anneau gradué
car Ei ∈ A0. Dans chaque localisé EiA pour i  0, les éléments Ei f i+1, . . . , Ei fn sont nuls (car Ei f j ∈
e j f jA = (0) pour tout j > i). Donc Ei f = Ei f0 + · · · + Ei f i . De plus pour i  1, l’élément Ei f i est
régulier (car dans EiA, on a Ann(Ei f i) = Ei Ann( f i) = EieiA = (0)). Pour tout i  0, on applique le
lemme 6.14 aux éléments Ei f et Ei g de EiA, ce qui fournit un polynôme Ei P i(X, Y ) s’annulant en
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ce qui implique, dans A, Ann(Ei P i) = Ann(Ei).
Pour conclure, on recolle globalement les polynômes Ei P i(X, Y ) en un polynôme P (X, Y ) :
P (X, Y ) :=
n∑
i=0
Ei P i(X, Y )X
si
où les si ∈ N sont bien choisis pour que les supports des Pi Xsi soient disjoints deux à deux. Il est
clair que P ( f , g) = 0 et que les coeﬃcients de P sont homogènes (car 0 est homogène de tout degré).
Montrons que le contenu de P est un idéal ﬁdèle de A. Soit x ∈ Ann(c(P )), i.e. x ∈ A tel que xP = 0.
Alors
∑n
i=0 xEi P i(X, Y )Xsi = 0, c’est-à-dire xEi P i = 0 pour tout i car les supports des Pi(X, Y )Xsi sont
deux à deux disjoints (ou car les idempotents E0, . . . , En sont orthogonaux). Ainsi x ∈⋂i Ann(Ei P i) =⋂
i Ann(Ei) = (0) car 1 ∈ 〈E0, . . . , En〉. Conclusion : Ann(c(P )) = (0). 
6.3. Généralisation du corollaire 6.15
Pour appliquer le lemme 6.14 (en reprenant ses notations), il faut assurer la régularité du coeﬃ-
cient dominant fn de l’élément f .
Lemme 6.17. Soit A un anneau commutatif, I un idéal de A et x ∈ A. Alors l’anneau quotient B :=
A/(√I : xA) est réduit. De plus IB = (0) et x devient un élément régulier dans B.
Démonstration. L’anneau B est réduit car l’idéal √I : xA est radical : soit y ∈ A tel que y2 ∈ √I : xA,
donc il existe n ∈ N tel que (y2x)n ∈ I . Ainsi (yx)2n ∈ I , donc y ∈ √I : xA.
Le fait que IB = (0) est clair puisque √I : xA contient I . Montrons que x est régulier dans B : soit
y ∈ A tel que xy = 0 dans B. Alors dans A on a xy ∈ √I : xA, donc il existe n ∈ N tel que (x2 y)n ∈ I .
Ainsi (xy)2n ∈ I , donc y ∈ √I : xA et y = 0 dans B. 
Lemme 6.18. Soit x1, . . . , xn des éléments d’un anneau commutatif réduit A. On déﬁnit les idéaux transpor-
teurs
T0 :=
√〈xn, . . . , x1〉, Ti := (√〈xi+1, . . . , xn〉 : 〈xi〉) pour 1 i  n
Alors T0 ∩ T1 ∩ · · · ∩ Tn = (0) et A s’injecte dans l’anneau réduit
B := A/T0 × A/T1 × · · · × A/Tn
Démonstration. Soit a ∈ A tel que son image dans B soit nulle. Cela signiﬁe a ∈ T0 ∩ T1 ∩ · · · ∩ Tn .
Comme a ∈ T0, il existe d0 ∈ N tel que ad0 ∈ 〈xn, . . . , x2〉+ 〈x1〉. Or a ∈ T1 donc il existe d1  d0 tel que
ad1 ∈ 〈xn, . . . , x3〉 + 〈x2〉. Et ainsi de suite (a ∈ T2 ∩ · · · ∩ Tn−1) jusqu’à l’existence de dn−1 ∈ N tel que
adn−1 ∈ 〈xn〉. Or a ∈ Tn donc il existe dn  dn−1 tel que adn ∈ (0). Or l’anneau A est réduit donc a = 0,
d’où T0 ∩ T1 ∩ · · · ∩ Tn = (0) et donc A s’injecte dans B.
On justiﬁe rapidement que B est réduit en utilisant le lemme 6.17 pour chaque quotient A/Ti . 
Proposition 6.19. Soit x, y deux éléments d’un anneau gradué réduit A. On écrit x = x0 + · · · + xn où les xi
sont des éléments homogènes de degré i. On considère le sur-anneau réduit B de A déﬁni dans le lemme 6.18.
Alors B est gradué et il existe un polynôme P ∈ B[X, Y ] s’annulant en (x, y), dont les coeﬃcients sont homo-
gènes et dont le contenu est un idéal ﬁdèle, i.e. Ann(c(P )) = (0).
Démonstration. Comme les xi sont homogènes, les idéaux
√〈xi, . . . , xn〉 et Ti sont gradués. Le produit
cartésien d’anneaux gradués
∏
i A/Ti hérite alors de la « graduation produit ».
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· · ·+ xi où xi est régulier (lemme 6.17). Pour tout i  0, on applique le lemme 6.14 avec (x, y) ∈ A/Ti .
Cela montre l’existence de Pi ∈ A[X, Y ] aux coeﬃcients homogènes, tel que Pi(x, y) = 0 et Pi possède
un coeﬃcient régulier modulo Ti . Comme on ne contrôle pas vraiment le degré d’homogénéité des
coeﬃcients des Pi , on choisit des entiers di tels que les supports des polynômes Xdi P i soient deux à
deux disjoints. Posons maintenant
P = (Xd0 P0, . . . , Xdn Pn) ∈ B[X, Y ]
Alors on a clairement P (x, y) = 0 et Ann(c(P )) = Ann(c(P0)) × · · · × Ann(c(Pn)) = (0). 
Théorème 6.20. Soit x, y deux éléments d’un anneau gradué A. Alors l’idéal √N (x, y) contient un produit
d’idéaux bords N (hk) d’éléments hk homogènes.
Démonstration. Du fait que
√N (x, y) contient le radical nilpotent, on peut sans perte de généralité
supposer A réduit quitte à quotienter par son radical nilpotent.
On décompose x = x0 +· · ·+ xn où xi est homogène de degré i et on applique la proposition 6.19 :
il existe P ∈ B[X, Y ] aux coeﬃcients homogènes tel que P (x, y) = 0 et Ann(c(P )) = (0). On applique
ensuite la proposition 6.9 dans l’anneau B : l’idéal NB(x, y) contient le produit des idéaux bords des
coeﬃcients pi (homogènes) de P :
∏
i
NB(pi) ⊂ NB(x, y)
On applique alors le lemme 3.7 (autant de fois que nécessaire), ce qui conduit à l’existence d’éléments












⊂ NB(x, y) ∩ A ⊂
√
NA(x, y)
Les hk de l’énoncé sont les pij . 
6.4. Retour sur le corollaire 6.5
Lemme 6.21. Soit y1, . . . , yp, x, z des suites ﬁnies d’éléments d’un anneau commutatif A.
– Si
∏
ip N (yi) ⊂ N (x) alors
∏
ip N (yi, z) ⊂ N (x, z).
– Si
∏
ip N (yi) ⊂
√N (x) alors∏ip N (yi, z) ⊂√N (x, z).
Remarque. Ce lemme annonce que l’inclusion du produit peut être « complétée à droite » par une suite
quelconque. Par ailleurs, en général, « compléter à gauche » par une suite quelconque est illusoire :
en effet, N (y) ⊂ N (x) est possible sans pour autant avoir nécessairement N (y, y) ⊂ N (y, x) où
N (y, y) = A !
Démonstration. – Soit I un idéal quelconque contenant un produit d’idéaux
∏
i J i . Pour tout a ∈ A,
on a
∏
i( J i : a∞) ⊂ (I : a∞) et par suite
∏
i(( J i : a∞) + aA) ⊂ (I : a∞) + aA. Par ce fait, en partant
de
∏
i N (yi) ⊂ N (x), il vient alors
∏
i N (yi, z1) ⊂ N (x, z1) en posant a = z1, puis
∏
i N (yi, z1, z2) ⊂
N (x, z1, z2) en posant a = z2, etc.




i J i . Pour tout a ∈ A, on a
∏
i( J i : a∞) ⊂
(
√
I : a∞) = √(I : a∞) et par suite ∏i(( J i : a∞) + aA) ⊂ √(I : a∞) + aA. Par ce fait, en partant de∏
i N (yi) ⊂
√N (x), il vient alors ∏i N (yi, z1) ⊂√N (x, z1) en posant a = z1, puis ∏i N (yi, z1, z2) ⊂√N (x, z1, z2) en posant a = z2, etc. 
Théorème 6.22. Soit f1, . . . , fn, g1, . . . , gn des éléments d’un anneau gradué. Alors il existe un nombre ﬁni





N ( f1, g1, . . . , fn, gn)
Démonstration par récurrence sur n. Le théorème 6.20 montre que l’idéal
√N ( f1, g1) contient un
produit d’idéaux bords
∏
i N (hi) d’éléments homogènes hi ∈ H . On applique alors le lemme 6.21
∏
i
N (hi, f2, g2, . . . , fn, gn) ⊂
√
N ( f1, g1, f2, g2, . . . , fn, gn)
Par ailleurs, pour chaque indice i, on se place dans l’anneau gradué A/N (hi) pour y appliquer l’hy-




NA/N (hi)(v j) ⊂
√
NA/N (hi)( f2, g2, . . . , fn, gn)
Dans A, cela s’écrit
∏
j∈Ii
N (hi, v j) ⊂
√
N (hi, f2, g2, . . . , fn, gn)









N (hi, f2, g2, . . . , fn, gn) ⊂
√
N ( f1, g1, f2, g2, . . . , fn, gn)
et l’hérédité est prouvée. 
On redémontre alors le corollaire 6.5 à l’aide d’idéaux bords :
Pour tout anneau gradué A, on a KdimA 2dimgrA.
Démonstration. Soit n  dimgrA alors dimgrA/N (h1, . . . ,hn)  0 pour tous h1, . . . ,hn ∈ H . Le




N ( f1, g1, . . . , fn, gn) 0
pour tous f1, g1, . . . , fn, gn ∈ A, ou encore KdimA/N ( f1, g1, . . . , fn, gn)  0. Ainsi on obtient
KdimA 2n. 
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Proposition 6.23. Soit x, y deux éléments d’un anneau gradué A. On décompose y = y0 + · · · + yn où les
yi ∈ H sont des éléments homogènes de degré i. Alors il existe des éléments homogènes h1, . . . ,hm ∈ H tels
que pour toute suite ﬁnie z d’éléments de A, on a
m∏
i=1
N (hi, y, z)
n∏
j=0
N (x, y j, z) ⊂
√
N (x, y, z)
Démonstration. En vertu du lemme 6.21, il suﬃt de démontrer ce résultat lorsque z = ∅. Via le
lemme 3.3 appliqué à l’élément y dans l’anneau A/N (x), on sait que ∏mj=0 N (x, y j) ⊂ N (x, y) +〈y1, . . . , yn〉. Via le théorème 6.20, on sait qu’il existe des éléments homogènes h1, . . . ,hm ∈ H tels que∏m
i=1 N (hi) ⊂
√N (x, y), ou encore ⋂mi=1 √N (hi) ⊂ √N (x, y). Par ailleurs, le corollaire 3.13 donne
(
√N (hi) : y) = (














((√N (hi) : 〈y0, . . . , yn〉)+ yA)(N (x, y) + 〈y1, . . . , yn〉)





⊂√N (x, y) 
Corollaire 6.24. Soit A un anneau gradué. Alors KdimA  d si et seulement si, pour tout élément x ∈ A et
tout élément homogène h ∈ H, on a
KdimA/N (h) d − 1 et KdimA/N (x,h) d − 2
Démonstration. La condition est évidemment nécessaire, montrons qu’elle est suﬃsante : soit
z0, . . . , zd ∈ A, vériﬁons que 1 appartient à l’idéal bord N (z0, . . . , zd). On pose x = z0, y = z1 et
z = z2, . . . , zd . La proposition 6.23 signale l’existence d’éléments homogènes hi, y j ∈ H tels que
∏
i
N (hi, y, z)
∏
j
N (x, y j, z) ⊂
√
N (x, y, z)
Or la condition KdimA/N (hi)  d − 1 implique 1 ∈ N (hi, y, z) et la condition KdimA/N (x, y j) 
d − 2 implique 1 ∈ N (x,hi, z), d’où le résultat. 
Proposition 6.25. Soit un anneau gradué A et x = (x1, . . . , xn) ∈ An. Pour tout élément z du monoïde S =
1+ A+ , il existe des suites ﬁnies de n éléments homogènes h1, . . . ,hm ∈ Hn telles que
m∏
i=1
N (hi, z) ⊂
√
N (z, x)
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utilisé dans l’hérédité de la récurrence). On considère donc l’idéal bord N (z, x1). Via le théorème 6.20,
on sait qu’il existe des éléments homogènes h1, . . . ,hm ∈ H tels que ∏mi=1 N (hi) ⊂ √N (z, x1). Par
ailleurs, comme N (hi) est gradué, en vertu du corollaire 3.13, on a (
√N (hi) : z) ⊂ (
√N (hi) : z0) où
z0 est la composante homogène de degré 0 de z. Or z0 = 1 donc
(N (hi) : z∞)⊂ (√N (hi) : z)=√N (hi)
et ainsi N (hi, z) ⊂
√N (hi) + zA, pour tout i. Enﬁn,
m∏
i=1
N (hi, z) ⊂
m∏
i=1
(√N (hi) + zA)⊂
√√√√ m∏
i=1
N (hi) + zA
⊂√N (z, x1) + zA =√N (z, x1)
Le cas n = 1 est prouvé. Supposons maintenant l’inclusion vériﬁée pour un certain n  0 : il existe
des suites ﬁnies de n éléments homogènes h1, . . . ,hm ∈ Hn
m∏
i=1
N (hi, z) ⊂
√
N (z, x1, . . . , xn)
Pour tout xn+1 ∈ A, le lemme 6.21 permet d’obtenir
m∏
i=1
N (hi, z, xn+1) ⊂
√
N (z, x1, . . . , xn, xn+1)
Pour chaque indice i, considérons l’anneau gradué B := N (hi). On applique le cas n = 1 dans B pour
obtenir l’existence d’éléments homogènes h j ∈ H tels que ∏ j∈ J i NB(h j, z) ⊂ √NB(z, xn+1). Traduit









N (hi, z, xn+1) ⊂
√
N (z, x1, . . . , xn, xn+1)
et l’hérédité de la récurrence est démontrée. 
Corollaire 6.26. Soit A un anneau gradué et z ∈ 1+ A+ . Alors
1+ Kdim A/zA  dimgrA
Démonstration. Pour n  dimgrA, on considère n éléments x1, . . . , xn ∈ A. Via la proposition 6.25,
on sait qu’il existe des suites de n éléments homogènes hi ∈ Hn tel que ∏mi=1 N (hi, z) ⊂ √N (z, x).
La proposition 3.1 montre que A+ est inclus dans chaque idéal
√
N (hi), donc A+ est inclus dans√N (z, x). Mais z ∈ 1 + A+ appartient à N (z, x), on obtient 1 ∈ N (z, x). Ceci étant vrai pour tout
n-uplets x ∈ An , cela montre que KdimA/N (z) n− 1. 
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